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Ｂｅｔａ在线匹配
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（１．华南理工大学经济与贸易学院，广东广州５１０００６；２．广州番禺职业技术学院信息工程学院，广东广州 ５１１４８３）

　　摘　要：　二部图的在线匹配问题最早由Ｋａｒｐ等人在１９９０年提出，该问题在近年得到了广泛的关注，在日常生
活中有大量的应用．本文引入了Ｂｅｔａ分布作为二部图节点间的邻接关系的统计先验，提出了最大化节点的预留匹配
能力准则作为在线匹配策略的评价度量，设计了在线匹配算法 ＢｅｔａＯＭ，并证明了该算法的正确性．本文把 ＢｅｔａＯＭ分
别应用于基于人造数据和真实数据的在线匹配问题，实验的结果显示该算法优于经典的Ｇｒｅｅｄｙ算法和Ｒａｎｋｉｎｇ算法．
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ｍａｎｙｒｅａｌｌｉｆｅｐｒｏｂｌｅｍｓｃａｎｂｅｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｒｅｄｕｃｅｄｔｏｉｔ．Ｉｎｔｈｉｓｗｏｒｋ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｃｌａｓｓｉｃｏｎｌｉｎｅｍａｔｃｈｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｔｈａｔｗａｓ
ｉｎｉｔｉａｌｌｙｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｂｙＫａｒｐｉｎ１９９０．ＷｅａｄｏｐｔｔｈｅＢｅｔａｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｓｔｈｅｐｒｉｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｄｊａｃｅｎｃｙｒｅｌａｔｉｏｎａｍｏｎｇ
ｔｈｅｎｏｄｅｓ，ａｎｄｐｒｅｓｅｎｔａｎｏｖｅｌｍｅａｓｕｒｅｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｍａｔｃｈｉｎｇｐｏｌｉｃｙ．ＷｅａｌｓｏｄｅｓｉｇｎＢｅｔａＯＭ，ａＢｅｔａｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂａｓｅｄ
ｏｎｌｉｎｅｍａｔｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｎｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｌｙｐｒｏｖｅｉｔｓｓｏｕｎｄｎｅｓｓ．ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｗｉｔｈＢｅｔａＯＭａｓｗｅｌｌａｓｔｈｅｂｅｎｃｈｍａｒｋａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎｂｏｔｈｓｙｎｔｈｅｔｉｃａｎｄｒｅａｌｄａｔａｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄＢｅｔａＯＭｉｓｓｕｐｅｒｉｏｒｔｏｔｈｅｏｔｈｅｒｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ；ｏｎｌｉｎｅｍａｔｃｈｉｎｇ；Ｂｅｔａｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

１　引言
　　本文研究如下的二部图在线匹配问题：考察两个
互不相交的节点集合 Ｓ＝｛ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ｝和 Ｔ＝｛ｔ１，ｔ２，
…，ｔｎ｝，其中Ｓ为给定集合，它的每个成员节点最多只
能与一个Ｔ中的节点发生匹配；Ｔ中的节点依下标递增
序顺次到达，每个节点ｔｊ在抵达的同时还将揭示一个由
Ｓ中所有和它相邻的节点构成的集合 Ｎｊ，若 Ｎｊ中存在
不少于一个可用的节点，则我们从这些节点中选择一

个与ｔｊ匹配，并称与 ｔｊ的匹配是“成功”的，反之，则称
该匹配为“失败”的．我们的任务是要设计一个合适的
匹配策略π，使之能为每个新来的节点 ｔｊ，选出合适的
节点ｓｊ′与之相配，使得在所有匹配完成后，累计的成功
匹配数目达到最大．我们强调在上述设置中，π从每个
Ｎｊ中选择的是“可用的”节点，原因在于，在由Ｓ、Ｔ中的

所有节点构成的完整二部图中，每个 ｓ节点都可以同时
与Ｔ中多个不同的节点相邻，因而相应的，它也可以出
现在多个不同的邻接集合Ｎ中．但注意节点ｓ的实际匹
配次数不能大于１，所以，对每个节点 ｔｊ，｜Ｎｊ｜＞０并不
等价于Ｎｊ中存在可用的ｓ节点．

本文的研究属于经典的二部图在线匹配问题，对

该问题的研究最早可以追溯到１９９０年 Ｋａｒｐ等人的工
作［１］．近２０年来，研究者陆续提出了该问题的多种变
体，如ｂＭａｔｃｈｉｎｇ［２］、Ａｄｗｏｒｄｓ［３］以及其它扩展［４］等．但需
要指出的是，这些扩展的求解策略多数仍然植根于文

献［１］中提出的 Ｒａｎｋｉｎｇ算法．事实上，对文献［２～４］，
当它们研究的问题退化为与文献［１］相同的设置时，相
应的求解策略也都与文献［１］中提出的 Ｒａｎｋｉｎｇ算法
等价［５］．

当前，在对在线匹配算法的研究中，一个重要的特



第　５　期 黄晓宇：Ｂｅｔａ在线匹配

点是算法的设计和分析普遍以对手攻击设置或完全随

机设置为前提，对于这一现象，Ｂａｈｍａｎｉ与 Ｋａｐｒａｌｏｖ有
非常精到的评价：“（对在线匹配模型）无论是对手攻击

假设还是完全随机假设都过于严格了．事实上，在现实
的场景中，对于具体的问题，我们经常有丰富的统计先

验信息可供策略设计者使用．”［６］受此启发，在本文的
工作中，我们将研究先验知识在问题求解中的应用．具
体的，我们将为节点集合Ｓ与Ｔ间的连接关系引入统计
先验（Ｂｅｔａ分布），借助这一先验，我们得以充分刻画和
利用问题的领域信息，从而有望获得更好的匹配结果．

２　算法

２．１　算法设计
我们沿用第１节的记号，此外，对每个节点 ｔｊ，我们

假设节点ｓｉ以概率 ｐｉ～Ｂｅｔａ（ａｉ，ｂｉ）与之相邻，这里 ａｉ
是截至节点 ｔｊ，ｓｉ累计被选中匹配的次数，ｂｉ＝ｊ－ａｉ则

为ｓｉ未被选中的累计次数．由熟知结论，ｐｉ＝
ａｉ
ａｉ＋ｂｉ

．

我们首先给出如下定义：

定义１（节点的预留匹配能力）　对 Ｓ元素的任一
排列π＝ｓｚ１ｓｚ２…ｓｚｎ，其中｛ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ｝＝｛１，２，…，ｎ｝，定
义π中第ｉ个位置上的元素ｓｚｉ的预留匹配能力为：

Ｆπ（ｉ，ｓｚｉ）＝∑
ｎ

ｋ＝ｉ＋１
∑
ｎ

ｊ＝ｋ
ｐｚｊ （１）

定义１有非常直观的解释：我们把 π视为一个在
线匹配策略，对每一个到达的元素 ｔｉ，π从 Ｓ中选择元
素ｓｚｉ与之相配，并计算后续匹配（从第ｉ＋１轮开始到最
后）成功的概率．注意对第ｋ（≥ｉ＋１）轮匹配，ｓｚ１ ～ｓｚｋ－１已

不能使用，所以该轮匹配成功的概率为∑
ｎ

ｊ＝ｋ
ｐｚｊ．我们对

所有可能的ｋ值求和，即得到了式（１）．
对于第ｉ轮匹配，记Ｓ中所有尚未匹配的节点集合

为Ｕｉ，记 Ａｉ＝Ｕｉ∩Ｎｉ，容易看出，若｜Ａｉ｜＞１，则以下式
（２）的目标是一个较为合适的选择，其原因在于它为后
续的匹配成功提供了最大的可能．

ｓｚｉ＝ａｒｇｓ∈Ａｉ
ｍａｘＦπ（ｉ，ｓ） （２）

下面计算Ｆπ（ｉ，ｓ），我们有：

　　　　Ｆπ（ｉ，ｓ）＝∑
ｎ

ｋ＝ｉ＋１
∑
ｎ

ｊ＝ｋ
ｐｚｊ ＝∑

ｎ

ｊ＝ｉ＋１
∑
ｊ

ｋ＝ｉ＋１
ｐｚｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
（ｊ－ｉ）ｐｚｊ

根据熟知的排序不等式，当 Ｆπ（ｉ，ｓ）达到最大时，
如下论断成立：

结论１　诸ｐｚｊ（ｊ＝ｉ＋１，ｉ＋２，…，ｎ）与下标ｊ以相同
的递增序排列．

结论２　与式（２）的解ｓｚｉ对应的概率ｐｚｉ必定是集合

Ａｉ中各节点对应的概率中的最小者．
根据上述讨论，我们得到算法１的设计．

算法１　Ｂｅｔａ在线匹配算法（ＢｅｔａＯＭ）

输入：待匹配节点集Ｓ＝｛ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ｝．
１．　初始化ｎ维计数向量ｃ＝［０，０，…，０］′；
２．　ＦＯＲｋ＝１ｔｏｎ
３．　　揭示第ｋ个新来节点ｔｋ在Ｓ中的邻居向量ｖ，其中若ｔｋ与ｓｉ匹

配，则置分量ｖｉ＝１，否则置ｖｉ＝０；
４．　　更新ｃ←ｃ＋ｖ；
５．　　根据ｖ，从Ｓ中选择对应的ｃ分量最小的可用节点作为ｔｋ的匹

配节点；

６．　ＥＮＤＦＯＲ

２．２　算法分析
本节用于分析算法１．
我们首先指出，在算法１中，计数向量 ｃ具有如下

性质：

性质１（逼近性）对１≤ｉ≤ｎ，记节点 ｓｉ与 Ｔ中节点
匹配的真实概率为 ｐｉ，则由 Ｂｅｔａ分布的性质，在经过 ｋ

轮循环之后，对ｐｉ的经验估计为
ｃｉ
ｃ．根据Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ不等

式，对任意常数ε＞０，有：

ＰＰ（｜ｐｉ－
ｃｉ
ｃ｜＞ε）＜２ｅｘｐ（－２ｋε

２） （３）

上述性质显示，当ｋ→∞（从而ｎ→∞），由算法１得

到的估计
ｃｉ
ｃ将逼近真正的ｐｉ．

性质２　（保序性）不失一般性，令 ｐ１＜ｐ２＜… ＜
ｐｎ，记δ＝ｍｉｎ｛ｐｉ＋１－ｐｉ｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝，

在不等式（３）中，我们取 ε＝δ２，并令不等号右端

２ｅｘｐ（－２ｋε２）＜τ，可得：

ｋ＞－２
δ２
ｌｎτ２ （４）

结合式（３）、（４），令τ→０，则对 ｋ→∞，估计值
ｃｉ
ｃ将

以概率（１－τ）集中在以ｐｉ为中心，
δ
２为半径的区域内，

注意根据δ的定义，上述事实意味着对１≤ｉ≤ｎ－１，
ｃｉ
ｃ

＜
ｃｉ＋１
ｃ．即对ｉ≠ｊ，

ｃｉ
ｃ
ｃｊ
ｃ当且仅当ｐｉｐｊ．

根据性质（１）和（２），对每一个节点 ｓｉ，我们都可以

使用估计值
ｃｉ
ｃ近似它被匹配的真实概率ｐｉ，并且由所有

这些近似值构成的序列和它们对应的真实值构成的序

９６２１
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列具有相同的序关系．
此外，还需指出的是，在算法１中，我们没有直接计

算
ｃｉ
ｃ，这是由于，在算法的第 ｋ轮循环中，为获得式（２）

的解ｓｚｋ，根据前文讨论的结果，我们只需知道各 Ｓ节点
对应的匹配概率之间的序关系即可，而无需计算其精

确值．
以下我们证明算法１的合理性，为此，我们首先引

入下述假设１．
假设１（可替代节点假设）　对于任意两个节点 ｓｉ

与ｓｊ，若以下两个条件同时成立：
（１）ｐｉ≤ｐｊ；
（２）存在某个ｋ，使得｛ｓｉ，ｓｊ｝Ｎｋ．
则对所有的ｋ＜ｌ≤ｎ，有：ｓｉ∈Ｎｌ→ｓｊ∈Ｎｌ，即在所有

可能的匹配中，节点ｓｉ均可被ｓｊ替代．
在下文中，若ｓｉ可被ｓｊ替代，则我们记为ｓｉｓｊ．
下面我们证明：若Ｓ中的节点满足上述的可替代节

点假设，则由算法１得到的匹配序列在每一个节点上的
预留匹配能力都是所有可能序列中的最大者，因而在

最大化预留匹配能力值的意义下，算法１是最佳的匹配
策略．

我们首先有如下引理：

引理１　对任一匹配策略π，若存在步骤ｋ，π从Ａｋ
选择的节点为 ｓｚｋ，且 ｐｚｋ＞ｍｉｎ｛ｐｚ｜ｓｚ∈Ａｋ｝．则必定存在
另一策略π′，满足：

（１）存在ｓｚｋ′∈Ｓ，使得Ｆπ′（ｋ，ｓｚｋ′）＞Ｆπ（ｋ，ｓｚｋ）；
（２）对所有其它步骤ｌ≠ｋ，Ｆπ′（ｌ，ｓｚｌ′）≥Ｆπ（ｌ，ｓｚｌ）．
证明　由条件（１），令ｐｚｋ′＝ｍｉｎ｛ｐｚ｜ｓｚ∈Ａｋ｝，记ｐｚｋ′对

应的节点为ｓｚｋ′（若Ａｋ中有多个节点对应的均值取最小
值，则从中取任意一个为 ｓｚｋ′）．记 π得到的匹配序列为
π＝ｓｚ１ｓｚ２…ｓｚｋ…ｓｚｎ，注意这里允许匹配失败的情况，即允
许存在节点ｔｌ，Ａｌ为空．以下分两种情形讨论：

情形１　π中包含了节点ｓｚｋ′，由ｓｚｋ′ｓｚｋ，注意ｓｚｋ′必出
现在ｓｚｋ之后，因此，根据假设１，ｓｚｋ′与ｓｚｋ在π中的位置可以
互换，容易验证，两者交换后得到的结果序列即为π′．

情形２　π中不包含节点ｓｚｋ′，此时我们使用ｓｚｋ′代替
π中的ｓｚｋ，则替换后得到的序列即为π′．

根据引理１，对匹配策略 π，当且仅当 π在每个候
选集Ａｋ中选取的节点都对应了与 Ａｋ相应的诸 ｐｚ参数
中的最小者时，π在每一个节点上的预留匹配能力都能
取得最大值，因此，在最大化节点的预留匹配能力的意

义下，算法１是最优的匹配策略．

３　实验

３．１　数据描述
我们分别使用５个不同的数据集 ＤＳ１～５来检验

本文算法的表现，其中ＤＳ１和ＤＳ２是我们根据特定分
布生成的仿真数据，ＤＳ３～５则来源于真实的业务
系统．

在ＤＳ１中，我们设定｜Ｓ｜＝｜Ｔ｜＝１，０００，且 Ｓ和 Ｔ
两者间的邻接关系的分布较为均匀，每个 ｓｉ节点都以
相应的概率ｐｉ∈［０．０２，０．１］和Ｔ中各节点相邻；在 ＤＳ
２中，我们同样令｜Ｓ｜＝｜Ｔ｜＝１，０００，但 Ｓ和 Ｔ两者间的
邻接关系的分布则表现为一种高度不平衡的形式，我

们把Ｓ、Ｔ间的 ８０％的邻接关系都限制分布在 Ｓ中前
２０％节点与Ｔ之间．

ＤＳ３来源于某婚恋网站，节点集 Ｓ、Ｔ分别对应网
站两个不相交的会员集合，这里｜Ｓ｜＝｜Ｔ｜＝１０，０００，仅
当一对会员＜ｓ，ｔ＞∈Ｓ×Ｔ在网站上匹配成功时，与他
们对应的节点间才有邻接关系．

ＤＳ４出自电影评分数据集ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ１０Ｍ①，我们根
据一致分布从中随机选取了约１５，０００部电影构成集合
Ｓ，选了１０，０００个用户构成集合Ｔ，当且仅当Ｔ中用户 ｔ
对Ｓ中电影ｓ给了评分时，我们才在它们对应的节点间
建立邻接关系．

ＤＳ５来自众包点评网站豆瓣②，包含了１００，０００个
用户（Ｔ）对８０，０００本图书（Ｓ）的评分记录，与 ＤＳ４类
似，若用户ｔ对图书 ｓ给了评分，则我们在它们对应的
节点间以边相连．

在所有实验中，我们都采用文献［１］中提出的
Ｇｒｅｅｄｙ和Ｒａｎｋｉｎｇ作为对比算法，我们把它们在ＤＳ１～
５上的匹配结果分别与ＢｅｔａＯＭ在相同数据上的匹配结
果相比较，以评估ＢｅｔａＯＭ的表现．

表１　随机设置实验结果（匹配成功均值）

ＤＳ１ ＤＳ２ ＤＳ３ ＤＳ４ ＤＳ５

Ｇｒｅｅｄｙ ９７９．６ ９４６．５ ４，８２８．４ ６，９０２．３ ５２，６２４

Ｒａｎｋｉｎｇ ９７７．９ ９４５．５ ４，７５５．２ ７，３２３．２ ５１，１５４

ＢｅｔａＯＭ ９７８．４ ９９３．１ ４，９４５．０ ８，４１０．５ ５４，４６８

３．２　随机实验
我们固定ＤＳ１～５中各 ｓ节点的排序不变，各 ｔ节

点则以随机排列顺序到达，对每一新来的 ｔ节点，我们
分别以 Ｇｒｅｅｄｙ、Ｒａｎｋｉｎｇ和 ＢｅｔａＯＭ把它匹配给 Ｓ中节
点．我们在每个数据集上都重复１０次实验，并把各算法
在每个数据集上的平均成功次数汇总在表１中．

从表１可以看出，在 ＤＳ１上，ＢｅｔａＯＭ与基准算法
的平均匹配成功次数均相当接近，但在 ＤＳ２～５上，Ｂｅ
ｔａＯＭ的表现都显著优于对比算法，这显示了 ＢｅｔａＯＭ
的优越性．

０７２１

①

②

ｈｔｔｐ：／／ｇｒｏｕｐｌｅｎｓ．ｏｒｇ／ｄａｔａｓｅｔｓ／ｍｏｖｉｅｌｅｎｓ／
ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｄｏｕｂａｎ．ｃｏｍ／
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３．３　对手攻击实验
注意ＢｅｔａＯＭ的实质是“把最容易匹配的节点留到

最后”，所以一种自然的攻击思路是要努力误导 ＢｅｔａＯＭ
尽早消耗掉“最容易匹配”的节点．为此，我们把ＤＳ１～５
中各ｓ节点根据其邻接的ｔ节点数量作降序排列，对该排
列中前２０％的节点，我们统计Ｔ中各节点和它们间的邻
接数量，并根据统计的结果对各ｔ节点作升序排列．

我们让Ｔ中各节点按排序顺序依次到达，对每一新
来的ｔ节点，我们分别以 Ｇｒｅｅｄｙ、Ｒａｎｋｉｎｇ和 ＢｅｔａＯＭ把
它匹配给Ｓ中节点，实验的结果的统计汇总在表２中．

表２　对手攻击设置实验结果（匹配成功次数）

ＤＳ１ ＤＳ２ ＤＳ３ ＤＳ４ ＤＳ５

Ｇｒｅｅｄｙ ９９４ ９３０ ４，９５２ ７，５１０ ５４，８７９

Ｒａｎｋｉｎｇ ９９４ ９３９ ５，１７０ ７，８４０ ５４，４６７

ＢｅｔａＯＭ ９９３ ９９０ ５，１８７ ８，１９１ ５５，３５５

　　表２的结果显示在攻击设置下，ＢｅｔａＯＭ的表现仍
然优于基准算法．此外，对比表１和２，我们的一个吃惊
的发现是表２展现的结果完全超出预期：在ＤＳ１～５这
五个数据集上，攻击策略仅在ＤＳ２上取得了一定效果，
但该策略对 ＢｅｔａＯＭ的影响远远低于它在基准算法上
造成的影响；在ＤＳ１和ＤＳ３～５上，攻击策略反而进一
步提升了所有算法的匹配成功率．为探究其原因，我们
对实验数据作了进一步的统计分析，结果显示，与 Ｓ集
合中“最好”的那部分节点连接最少的 ｔ节点亦即 Ｔ中
与Ｓ全集连接最少的节点，因此，上述攻击策略在客观
上使得“最难”匹配的ｔ节点集中出现在了其它“容易”
的节点之前，因而提高了这些“最难”的节点的匹配成

功率，而对于其它“容易”的 ｔ节点，由于可以和它们匹
配的ｓ节点分布较广，因而即使人为的把它们出现的顺
序推后，也不会对匹配的成功率造成太大的影响．

由此可见，ＢｅｔａＯＭ具有较强的抵御攻击能力．

４　结论
　　二部图的在线匹配模型在近年得到了广泛的应
用，本文研究了经典的二部图在线匹配问题．在本文的
工作中，我们为二部图节点的邻接关系引入了 Ｂｅｔａ先
验，以此为依据，我们提出了评价二部图的边匹配的量

化度量—节点的预留匹配能力，基于该度量，我们设计

了二部图在线匹配算法 ＢｅｔａＯＭ，并证明了该算法的正
确性．我们把提出的算法分别应用于人造数据和真实
数据，实验的结果显示本文的算法优于经典的 Ｇｒｅｅｄｙ
算法和Ｒａｎｋｉｎｇ算法．

对于未来的工作，我们认为，本文的研究还可以从如

下两方面作进一步的拓展：（１）在传统的在线匹配研究
中，最大化算法的竞争比一直是相关工作关注的中心议

题；与之相比，本文的研究却围绕文中提出的最大化节点

的预留匹配能力准则而展开．观察本文的实验结果，我们
猜测以上两个准则间应具有一致性，但具体的分析还有

待在后续的工作中开展．（２）本文算法的成功得益于统计
先验Ｂｅｔａ分布的引入，对此，一个自然的考虑是，能否通
过引入表达能力更强的分布，设计更好的在线匹配算法？

甚至更进一步的，是否存在一般性的准则，能指导我们根

据具体问题的领域特点，选择合适的先验分布？对这些

问题的研究，也具有非常重要的意义．
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